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マルチエージェント制御問題に対応する平均場ゲームの紹介

Cole-Hopf変換とFictitious Play反復を⽤いた変形

差分スキームの提案

スキームの収束解析

数値例
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マルチエージェントの制御問題

制御対象： の確率微分⽅程式に従うエージェント

⽬標：エージェント同⼠のNash均衡 を探すこと

: 時刻

: 状態

: 制御⼊⼒

: 標準Wiener過程に従う雑⾳

: 級関数

: 雑⾳係数

i = 1, … ,N

dx  (t) =i [f(x  (t)) +i a  (t)]dt +i  dw  (t),  t ∈2ν i [0,T ]

 āi

J(  ∣  ) ≤ J( a  ∣  ) ∀i = 1, … ,N ,āi āi−
∀

i āi−

J(a  ∣ a  ) =   ∥a  (t)∥ + g x  (t),m(x, t) dt + v  (x  (T )),i i− : ∫
0

T [
2
1

i
2 ( i )] T i

t ∈ [0,T ]
x  ∈i Rn

a  ∈i Rn

w  ∈i Rn

f : R →n Rn C1

ν > 0
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マルチエージェントの制御問題

制御対象： の確率微分⽅程式に従うエージェント

⽬標：エージェント同⼠のNash均衡 を探すこと

: 以外の全ての制御⼊⼒

: 第⼀変数について 級，

第⼆変数について 級の関数

: 状態 の経験密度分布

: 級関数

i = 1, … ,N

dx  (t) =i [f(x  (t)) +i a  (t)]dt +i  dw  (t),  t ∈2ν i [0,T ]

 āi

J(  ∣  ) ≤ J( a  ∣  ) ∀i = 1, … ,N ,āi āi−
∀

i āi−

J(a  ∣ a  ) =   ∥a  (t)∥ + g x  (t),m(x, t) dt + v  (x  (T )),i i− : ∫
0

T [
2
1

i
2 ( i )] T i

a  i− a  i

g : R ×n R → R C2

C1

m(x, t) x  (t)i

v  :T R →n R C1
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平均場ゲーム（Mean Field Game, MFG）
MFG⽅程式: の極限を考えることで近似的に得られるPDE [Lasry&Lions, 2007]

: エージェントの密度関数、 : 制御⼊⼒のコスト関数

命題 [Cardaliaguet 2010]

MFGの解 に対して はNash均衡を適切に近似する。すなわち、 ある

かつ を満たす関数 が存在し次を満たす：

N → ∞

− ∂  v(x, t) = ∂  v(x, t) f(x) + g(x,m(x, t)) −  ∂  v(x, t) ∂  v(x, t) + ν∂  v(x, t),t x
⊤

2
1

x
⊤

x xx

∂  m(x, t) = −∂  ⋅ [f(x) − ∂  v(x, t)]m(x, t) + ν∂  m(x, t),t x { x } xx

v(x,T ) = v  (x), m(x, 0) = m  (x)T 0

m : R ×n R → R v : R ×n R → R

v a  (t) =i
∗ −∂  v(x  (t), t)x i

lim  ϵ(N) =N→∞ 0 ϵ( N) ≥∀ 0 ϵ

J(a  ∣ a  ) ≤ J( a  ∣ a  ) + ϵ(N) ∀i = 1, … ,N .i
∗

i−
∗ ∀

i i−
∗
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MFGの数値計算の課題と既存研究
MFGの数値計算の難しさ
�. それぞれの⽅程式が⾮線形である

�. 変数 と が相互依存しており、また時空間での初期値問題になっていない

これまでの研究

いずれも収束性解析が完全でないか、スキームの実装が容易でない

[Achdou et al. 2010] : ForwardとBackwardの差分計算を反復する⼿法を提案

[Gueant 2012] : CH変換した系に対する反復差分解法を提案

[Carlini et al. 2014] : Semi-Lagrangianスキームを反復する⼿法を提案

[Ruthotto et al. 2020] : ニューラルネットを⽤いて変分問題を解く⼿法を提案

v m

5 / 19



本研究の貢献

Cole-Hopf変換とFictitious Play反復を⽤いた変形により、MFGの⾮線形性と変数の相互依

存を解消した線形反復MFGを導出した

線形反復MFGに対して実装容易な差分法を提案し、提案差分法の収束性を証明した

1, 2次元の制御問題に適⽤し、妥当な結果を得ることを確認した

CH変換 FP反復
離散化

命題1: k->Infty 定理1: Δx, Δt->0

定理2: k->Infty, Δx, Δt->0

MFG

線形MFG

線形反復MFG

提案スキーム

本研究の構成
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Cole-Hopf変換

に対する変数変換 

各⽅程式は について線形：線形移流拡散反応⽅程式

⼀⽅、反応項の を通じてカップリングは残る

⾮線形性を解消する変換

(m, v) ψ(x, t) = exp(−  ),   (x, t) =
ν

v(x,t) ψ
~

 

ψ(x,t)
m(x,t)

  

∂  ψ(x, t) = −f(x) ∂  ψ(x, t) − ν∂  ψ(x, t) +  g(x,m(x, t))ψ(x, t),t
⊤

x xx
ν

1

∂   (x, t) = −∂  ⋅ (f(x)  (x, t)) + ν∂   (x, t) −  g(x,m(x, t))  (x, t),tψ
~

x ψ
~

xxψ
~

ν

1
ψ
~

ψ(x,T ) = exp(−  ),   (x, 0) =  ,
ν

v  (x)T
ψ
~

ψ(x, 0)
m  (x)0

(ψ,  )ψ
~

m
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Fictitious-Play反復

 回⽬の反復時の変数の値を , と書く

密度関数 の過去の履歴の平均値 を⽤いて、

Fictitious-Play反復を次で定義：

 回⽬の反復時の変数は 回⽬までの変数に依存するため、カップリングが解消される

経験的にもFictitious Playが計算を安定化させることは知られている [Perrin et al. 2020]

変数の相互依存性を解消する変換

k ψ(k)
 ψ

~(k)

m (x, t) =m̄(k)
  ψ (x, t)  (x, t)

k+1
1 ∑ℓ=0

k (ℓ) ψ
~(ℓ)

∂  ψ (x, t) = −f(x) ∂  ψ (x, t) − ν∂  ψ (x, t) +  g(x, (x, t))ψ (x, t),t
(k) ⊤

x
(k)

xx
(k)

ν

1
m̄(k−1) (k)

∂   (x, t) = −∂  ⋅ (f(x)  (x, t)) + ν∂   (x, t) −  g(x, (x, t))  (x, t),tψ
~(k)

x ψ
~(k)

xxψ
~(k)

ν

1
m̄(k−1) ψ

~(k)

ψ (x,T ) = exp(−  ),   (x, 0) =  ,(k)

ν

v  (x)T
ψ
~(k)

ψ (x, 0)(k)

m  (x)0

k k − 1
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得られた線形反復⽅程式とMFG⽅程式との対応

命題1

線形反復⽅程式の解 に対して，関数列 は でMFG

⽅程式の解 に各点収束する．

証明は時間の都合で省略。不動点定理を⽤いて⽰される

この命題から、線形反復⽅程式を近似するスキームを構築すればよいことがわかる

CH変換 FP反復
離散化

命題1: k->Infty 定理1: Δx, Δt->0

定理2: k->Infty, Δx, Δt->0

MFG

線形MFG

線形反復MFG

提案スキーム

線形反復⽅程式のMFG⽅程式への収束定理

(ψ ,  )(k) ψ
~(k) ψ  , −ν lnψ( (k)ψ

~(k) (k)) k → ∞

(v,m)
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差分スキーム

, 

の近似値をそれぞれ として、差分スキームを次で定義

線形反復MFGに⾵上差分近似を適⽤して得られるスキーム

x  =i iΔx (i = 0, … ,N  )x t  =j jΔt (j = 0, … ,N  )t
ψ(x  , t  ),  (x  , t  )i j ψ

~
i j Ψ  ,  i,j Ψ~ i,j
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差分スキームの収束性

定理1

下記のCourant-Friedrichs-Lewy条件が満たされるとする：

この時， に対する単調増加関数 , が存在し，下記を満たす：

証明は時間の都合で省略。各スキームの最⼤値原理を⽰した上で、誤差を追跡することで⽰される

差分スキームの解が変換後のMFGの解に収束することを⽰す定理

  ∣f(x)∣ +
Δx

Δt

x∈Ω
sup 2  ν <

Δx2

Δt
1,

k K(k) (k)K
~

  

  ψ (x  , t  ) − Ψ   ≤ K(k)(Δx + Δt),
i,j

sup
∣
∣ (k)

i j i,j
(k)

∣
∣

   (x  , t  ) −   ≤ (k)(Δx + Δt).
i,j

sup
∣
∣
ψ
~(k)

i j Ψ
~
i,j
(k)

∣
∣

K
~
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差分スキームの収束性

定理2

CFL条件が満たされるとする．この時，下記が満たされる．

証明は時間の都合で省略。命題1と定理1を組み合わせることで⽰される

CH変換 FP反復
離散化

命題1: k->Infty 定理1: Δx, Δt->0

定理2: k->Infty, Δx, Δt->0

MFG

線形MFG

線形反復MFG

提案スキーム

差分スキームの解が変換前のMFGの解に収束することを⽰す定理

   m(x  , t  ) − Ψ    = 0,
k→∞,Δt,Δx→0

lim
i,j

sup
∣
∣

i j i,j
(k)Ψ~ i,j

(k)

∣
∣

   v(x  , t  ) − (−ν ln Ψ  )  = 0.
k→∞,Δt,Δx→0

lim
i,j

sup
∣
∣

i j i,j
(k)

∣
∣
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数値計算

1次元問題
パラメータ

動特性: 

コスト関数:

拡散係数: 

終端値関数: 

⽬標：1. 不安定系を原点に安定化させる、2.

分布の集中を避ける

結果：密度のピークを避けるように分布が原点

に集まる妥当な結果が得られた

密度分布のプロット (⻘：密度ペナルティなし、

⾚：密度ペナルティあり)

f(x) = x

g(x,m) = 5x +2 Cm(x, t)
ν = 0.005
v  (x) =T 0.0
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収束性の確認

⼗分⼩さい と⼗分⼤きい を⽤いた数値解を基準とした誤差をプロット

に対する誤差のプロット

に固定

に対する誤差のプロット

に固定

結果：得られた収束性が数値的に確認された

Δx, Δt k

Δx

k = 1000
k

Δx = 0.04
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数値計算

2次元問題
パラメータ

各エージェントの⽬標：

1. ⽬標地点を⽬指す、2. 密度が⼤きい領域を避ける、 3. 障害物を避ける

f(x)

g(x,m)

ν

v  (x)T

= 0,

= (x − x  ) Q(x − x  ) + Cm(x, t) + S exp(−(x − x ) Σ  (x − x  )),T
⊤

T O
⊤

O
−1

O

= diag(0.5, 0.5),

= (x − x  ) Q  (x − x  ) + S  exp(−(x − x  ) Σ  (x − x  )).T
⊤

T T T O
⊤

O
−1

O
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結果：密度のピークを避けながら、分布が右上の⽬標地点に移動する妥当な結果が得られた

密度分布のプロット（密度ペナルティなし） 密度分布のプロット（密度ペナルティあり）
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まとめと今後の課題

まとめ

マルチエージェント制御問題に対応する平均場ゲームに対して差分数値計算法を提案した

平均場ゲームが抱える 1. ⾮線形性と 2. 相互依存性について

�. Cole-Hopf変換による線形化

�. Fictitious-Play反復による依存性解消

を実施し、実装容易なスキームを開発した

提案スキームの収束性を証明した

1次元と2次元の制御問題に対して数値計算を実施し、妥当な結果を得ることを確認した

今後の課題

証明は1次元の系に限る。多次元への拡張が課題
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過去のMFGの数値計算との⽐較
[Achdou et al. 2010] : MFGに対してForwardとBackwardの計算を直接反復する⼿法を提案。各反復

で陰解法を⽤いている（そのため⾮線形⽅程式の求解が伴う）点、CH変換やFP反復を⽤いない点

が、本研究と異なる。

[Gueant 2012] : 本研究に最も近い。MFGをCH変換した系に対して反復解法を提案。対象となる系に

移流項が含まれていない点、各反復で陰解法を⽤いる点、FP反復を⽤いず直接反復を⽤いている点

が、本研究と異なる。

[Carlini et al. 2014] : Semi-Lagrangianスキームを提案。ForwardとBackwardを陽解法で反復する点

は同じだが、反復計算時の収束解析がなされていない。またCH変換やFP反復は⽤いない。

[Ruthotto et al. 2020] : ニューラルネットを⽤いて変分問題を解く⼿法を提案。収束性解析はなされ

ていない。
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